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задачах множества часто могут не удовлетворять условию выпуклости. Исследование приклад-
ных проблем, таких как задачи синтеза СБИС, обработки изображений, проектирования баз дан-
ных и др., приводит к необходимости введения нетрадиционных понятий выпуклости, например 
выпуклости по заданным направлениям, или частичной выпуклости [1, 2]. В статье [3] приво-
дится решение проблемы распознавания частичной выпуклости объединения двух многогран-
ных множеств и поставлен вопрос: как распознать частичную выпуклость объединения трех 
и более многогранных множеств. В настоящей статье дано положительное решение этого вопроса. 
1. Определения. Дадим необходимые определения. Пусть в n-мерном линейном простран-
стве Rn задано множество единичных векторов (направлений) 1,nO S -⊆  где 1nS -  – единичная 
сфера. Прямая, параллельная какому-нибудь вектору из O, называется O-прямой. Напомним, что 
множество nX R⊆  называется частично выпуклым (O-выпуклым), если пересечение X с произ-
вольной O-прямой связно или пусто. Отметим, что частичная выпуклость является обобщением 
понятия классической выпуклости, так как все классически выпуклые множества являются 
O-вы пуклыми. Кроме того, если 1= ,nO S -  то O-выпуклость совпадает с классической выпук-
лостью.
2. Постановка проблемы. Рассмотрим следующую проблему распознавания O-выпуклости 
множеств. Пусть заданы k ≥ 3 многогранных (возможно неограниченных) множеств 1,   , .kP P  
Предположим, что эти множества заданы с помощью H-представления: ( ) ( )= { | }n i iiP x R A x a∈ ≤  
для = 1, .i k  Здесь A(i) и a(i) обозначают матрицу и вектор, соответствующие многогранному мно-
жеству P
i
. Знак ≤ обозначает покомпонентное сравнение «меньше или равно» для векторов. 
Возникает вопрос, когда объединение =1
k
i iP∪  является частично выпуклым множеством?
Как отмечается в работе [4], мотивация в решении указанной выше проблемы возникает 
в области теории оптимального управления. В статье [5] предлагается методика многопараме-
трического квадратичного программирования, чтобы найти в явном виде решения проблемы оп-
тимального управления. Эти решения оказываются кусочно-линейными на полиэдральном 
(многогранном) разбиении пространства сенсорных измерений. Для того чтобы уменьшить вы-
числительную сложность решений и соответственно спроектировать более дешевое управляю-
щее оборудование, необходимо использовать алгоритмы распознавания выпуклости для объеди-
нения многогранных областей.
В случае классической выпуклости проблема распознавания выпуклости объединения двух 
многогранных множеств рассмотрена в [4], где приведены эффективные алгоритмы для ее реше-
ния при различных способах задания многогранных множеств. Однако в случае частичной вы-
пуклости такие эффективные алгоритмы были неизвестны. 
3. Основные результаты. Покажем, что данная задача распознавания частичной выпукло-
сти для объединения нескольких многогранных множеств, заданных в виде пересечений полу-
пространств, полиномиально разрешима в n-мерном пространстве Rn в случае, когда множество 
направлений частичной выпуклости O конечно и количество многогранных множеств фиксиро-
вано. Сначала докажем следующую теорему.
Те о р е м а 1. Объединение многогранных множеств =1
k
i iP∪  не будет частично выпуклым 
тогда и только тогда, когда в =1
k




 не принадлежит =1 .
k
i iP∪
Д о к а з а т е л ь с т в о. Заметим, что если в =1
k
i iP∪  найдутся некоторые точки x, y на какой-ни-
будь O-прямой и точка 
2
x y+
 не принадлежит =1 ,
k
i iP∪  то =1
k
i iP∪  не будет частично выпуклым, 
так как пересечение этой O-прямой с =1
k
i iP∪  несвязно. Теперь покажем, что если объединение 
=1
k
i iP∪  не будет частично выпуклым, то в =1
k
i iP∪  найдутся некоторые точки x, y на какой-нибудь 
O-прямой и точка 
2
x y+
 не принадлежит =1 .
k
i iP∪  Когда множество =1
k
i iP∪  не является частично 
выпуклым, тогда найдутся такие точки =1,
k
i ix y P∈∪  на некоторой O-прямой, что отрезок 
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[ , ] = { |nx y z R∈  = (1 ) ,0 1}z x ya + -a ≤ a ≤  не лежит целиком в =1 .ki iP∪  Значит, существует такая 
точка x′ в [x,y], что =1 .
k
i ix' P∈∪/  Рассмотрим пересечение отрезка [x,x′] с множеством =1 .
k
i iP∪  
Возьмем такую точку =1[ , ] ,
k
i ix x x P′∈ ∩∪  что полуоткрытый интервал ( , ]x x′  имеет пустое пере-
сечение с =1 .
k
i iP∪  Точка x  всегда найдется, поскольку =1
k
i iP∪  замкнуто. Аналогично рассмо-
трим пересечение отрезка [x′,y] с множеством =1 .
k
i iP∪  Возьмем такую точку =1[ , ] ,
k
i iy x y P′∈ ∩∪  
что полуоткрытый интервал [ , )x y′   имеет пустое пересечение с =1 .
k
i iP∪  Рассмотрим теперь отре-
зок [ , ].x y   Заметим, что открытый интервал ( , )x y   имеет пустое пересечение с =1 ,
k
i iP∪  так как 







 отрезка [ , ]x y   не принадлежит 
множеству =1 .
k
i iP∪  В то же время концевые точки x  и y  принадлежат границе множества =1 .
k
i iP∪  
Таким образом, если =1
k
i iP∪  не будет частично выпуклым, то на некоторой O-прямой существу-
ют такие точки =1, ,
k
i ix y P∈∪   что точка 2
x y+ 
 не принадлежит =1 .
k
i iP∪  Теорема доказана.
Заметим, что если некоторая точка ny R∈  не принадлежит =1 ,
k
i iP∪  то она принадлежит одному 
из многогранных множеств { }(1) (1) ( ) ( )1 1 1= | > , , >k kni ik i i i ik kT x R A x a A x a∈   ( )1 1= 1, ,  ... , = 1, ,k ki m i m  
где ( )ji jA  – ij-я строка матрицы A
( j), ( )ji ja  – ij-я компонента вектора a
( j) и mj – число строк матрицы 
A( j) соответственно, = 1, .j k  Для определенности положим, что 1= { ,   , },lO o o  где для каждого 
индекса = 1,t l  вектор o
t
 можно покомпонентно записать как 1= ( ,   , ).t t tno o o  O-прямую будем 
называть o
t
-прямой, если эта прямая параллельна вектору o
t
. Заметим, что некоторый отрезок 
[ , ] nx y R⊂  будет лежать на o
t
-прямой, только если = ,tx y o- λ  где λ – некоторое вещественное 
число. Пусть вектор o
t
  имеет p
t
 нулевых компонент 1 ,   ,tj tj po o  и qt ненулевых компонент 
1 ,   , ,tl tlqo o  где = .t tp q n+  Отметим, что нулевые компоненты вектора ot могут отсутствовать. 




= 0 ( = 1, ),
= ( = 1, 1).
j j ts s
l l l lr r r r
t
tl tlr r
x y s p









Здесь ,   и  ,  j l l js r r sx x y y  обозначают компоненты векторов x и y соответственно. 
Суммируя вышесказанное, можно утверждать, что множество =1
k
i iP∪  не будет частично вы-
пуклым тогда и только тогда, когда найдутся такие 1i ikT   и ot, что для некоторых двух различ-
ных многогранных множеств P
g
 и Ph из 1{ ,   , }kP P  существуют точки gx P∈  и ,hy P∈  для ко-
торых выполняется система равенств (1) и точка 
2
x y+
 принадлежит 1i ikT   в силу теоремы 1. 
Это наблюдение подсказывает следующий метод решения указанной выше проблемы распозна-
вания O-выпуклости.
Сопоставим каждому набору индексов 1 , , , ,ki i t g h  где выполняются условия 
1 1= 1, ,  ... , = 1, ,k ki m i m   = 1, ,t l  = 1, 1,g k -  = 2, ,h k  g > h, следующую систему линейных нера-
венств относительно векторов-переменных ,nx R∈  :
ny R∈
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Индексы 1 , , ,ki i t g h  конкретизируют систему линейных неравенств (2). Заметим, если для 
какого-нибудь набора индексов 1 , , ,ki i t g h  система (2) имеет некоторое решение , ,
nx y R∈  то 
его можно интерпретировать следующим образом. Для некоторых точек gx P∈  и hy P∈  (см. не-
равенства ( ) ( ) ,g gA x a≤  
( ) ( )h hA y a≤ ), лежащих на одной (o
t
-прямой) из O-прямых (см. равенства 
= 0j js sx y-  ( = 1, ),ts p
1 1
1
=l l l lr r r r
tl tlr r





( = 1, 1)tr q - ), точка 2
x y+
 принадлежит множе-
ству 1 .i ikT   В таком случае множество =1
k
i iP∪  не является O-выпуклым. Соответственно, если 
для любого набора индексов 1 , , ,ki i t g h  система (2) не имеет решения, то это будет означать 
O-выпуклость множества =1 .
k
i iP∪
Заметим, что систему (2) можно эффективно решить с помощью следующей задачи линейно-
го программирования относительно переменных ,  ,  :n nR x R y Re∈ ∈ ∈  
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Отметим, что система (2) имеет решение тогда и только тогда, когда задача линейного про-
граммирования (3) либо неограниченна, т. е. значение целевой функции ε бесконечно растет, ли-
бо имеет решение, причем должно выполняться следующее условие:
 > 0.e  (4)
Теперь представим процедуру распознавания частичной выпуклости объединения несколь-
ких многогранных множеств =1 .
k
i iP∪  Чтобы показать или опровергнуть O-выпуклость данного 
объединения многогранных множеств =1 ,
k
i iP∪  нам для каждого набора индексов 1 , , , ,ki i t g h  
где 1 1= 1, ,  ...  , = 1, ,k ki m i m   = 1, ,t l  = 1, 1,g k -  = 2, ,h k  g > h, необходимо решить задачу линейного 
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программирования (3), а также проверить выполнение условия (4). Если хотя бы для одного из 
наборов индексов 1 , , ,ki i t g h  задача (3) либо неограниченна, либо имеет решение и условие (4) 
выполняется, то это означает, что =1
k
i iP∪  не O-выпукло. В противном случае, =1
k
i iP∪  оказывает-
ся O-выпуклым множеством.
Оценим вычислительную сложность приведенной выше процедуры распознавания 
O-выпуклости. Для распознавания O-выпуклости множества =1
k
i iP∪  мы должны решить самое 
большее 21 k km m lC  задач линейного программирования типа (3). Следовательно, вычислитель-
ную сложность распознавания O-выпуклости можно оценить как 21O( ),km m lk LP  где LP – 
время, требуемое для решения задачи линейного программирования типа (3) и проверки условия 
(4). Так как задача типа (3) имеет 2n + 1 вещественных переменных и 1g hm m n k+ + + -  ограни-
чений и может быть полиномиально разрешена, например с помощью метода эллипсоидов, то 
вся процедура распознавания частичной выпуклости объединения нескольких многогранных 
множеств также занимает полиномиальное время, если k фиксировано. То есть при распознава-
нии O-выпуклости объединения трех многогранных множеств число решаемых систем линей-
ных уравнений будет выражаться полиномом четвертой степени, четырех множеств – полино-
мом пятой степени и т. д. Если же вместе с k также фиксировано число направлений частичной 
выпуклости, то число решаемых систем линейных уравнений будет выражаться полиномом 
третьей степени, четырех множеств – полином четвертой степени и т. д. Если k не фиксировано, 
то данная процедура распознавания занимает экспоненциальное время по k.
Таким образом, справедлива
Те о р е м а 2. В случае конечного множества направлений O частичной выпуклости, пробле-
ма распознавания O-выпуклости объединения нескольких многогранных множеств, заданных 
в виде пересечений замкнутых полупространств в n-мерном линейном пространстве, относится 
к классу P полиномиально разрешимых задач, если количество многогранных множеств фикси-
ровано.
Рассмотрим ситуацию, когда многогранные множества задаются не пересечениями полупро-
странств, а в виде V-представления: каждое многогранное множество представляется в форме 
суммы Минковского выпуклой оболочки конечного множества точек и выпуклой оболочки ко-
нечного множества лучей (см. [4]). Заметим, что при таком задании многогранных множеств для 
классической выпуклости имеется эффективный полиномиальный алгоритм распознавания вы-
пуклости их объединения [4]. Для произвольной O-выпуклости с конечным множеством направ-
лений O частичной выпуклости мы можем представить такой алгоритм в трехмерном простран-
стве. Для трехмерного пространства имеются эффективные алгоритмы типа «заворачивания 
подарка» и «под-над» (см. [6]), позволяющие легко находить по заданным конечным множествам 
точек и лучей соответствующее представление многогранного множества в виде пересечения 
полупространств. Затем мы можем применить к этим многогранным множествам в новом пред-
ставлении описанную ранее процедуру распознавания частичной выпуклости их объединения. 
Что касается случая произвольного n-мерного пространства, то мы не можем эффективно ис-
пользовать методы «заворачивания подарка» и «под-над», так как они требуют экспоненциаль-
ного времени по величине размерности n линейного пространства.
Заключение. Рассмотрена проблема распознавания частичной выпуклости объединения не-
скольких многогранных множеств и приведен полиномиальный алгоритм ее решения. Однако 
остаются открытыми следующие вопросы:
– можно ли найти полиномиальную по времени процедуру проверки O-выпуклости объеди-
нения нескольких многогранных множеств, когда количество этих многогранных множеств 
не фиксировано;
– можно ли построить эффективный полиномиальный алгоритм для распознавания частич-
ной выпуклости объединения нескольких многогранных множеств, каждое из которых задается 
в виде суммы Минковского выпуклой оболочки конечного множества точек и выпуклой оболоч-
ки конечного множества лучей в n-мерном пространстве;
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– в каких случаях, когда множество направлений O частичной выпуклости бесконечно, мож-
но построить полиномиальный алгоритм для распознавания частичной выпуклости;
– можно ли найти эффективные алгоритмы для других видов обобщенной выпуклости, на-
пример для OC-выпуклости, образованной пересечениями конических семипространств частич-
ной выпуклости [7].
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